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Este trabajo final de ma´ster titulado “Linealizacio´n por realimentacio´n de una clase
de manipulador con un nu´mero arbitrario de actuadores” es una generalizacio´n de
[5] donde se estudio´ el mismo tipo de brazo robo´tico conducido por 1 actuador y
por 2 actuadores.
La primera idea al llevar a cabo el estudio del problema era resolverlo para 3 ac-
tuadores y encontrar una generalizacio´n para un nu´mero arbitrario de ellos, y as´ı se
hizo. Sin embargo, una vez resuelto es mucho ma´s lo´gico estudiar el problema para
un nu´mero arbitrario de actuadores e ir mirando los casos particulares, puesto que
hacer el estudio para el caso de 3 actuadores y posteriormente para m actuadores
resultar´ıa demasiado repetitivo.
Una de las diferencias sustanciales entre este trabajo y el que le precede es la no-
tacio´n empleada. En este trabajo se ha utilizado una notacio´n matricial para las
distribuciones asociadas a los actuadores; esta notacio´n es de suma importancia ya
que, como veremos ma´s adelante, que un sistema tenga o no salidas planas depen-
dera´ exclusivamente del rango de las matrices asociadas o submatrices asociadas al
sistema.
Como consecuencia el trabajo esta´ estructurado de la siguiente manera :
Un primer apartado donde se hace una descripcio´n del problema pra´cticamente
ide´ntica a [5] puesto que el problema es el mismo.
Un apartado de notaciones y resultados auxiliares, donde se introduce la no-
tacio´n matricial asociada a las distribuciones, y se exponen algunos resultado
que sera´n importantes para los apartados posteriores.
Un apartado de estudio de linealizacio´n por realimentacio´n esta´tica. En este
apartado se dan condiciones suficientes y necesarias para que un sistema sea
linealizable por realimentacio´n esta´tica mediante el teorema principal. Tambie´n
de detalla un algoritmo de aplicacio´n del teorema.
Un apartado de aplicacio´n del estudio de linealizacio´n por realimentacio´n esta´ti-
ca a los sistemas de 1,2 y 3 actuadores.
Un apartado de estudio de linealizacio´n por prolongaciones. En este apartado
tambie´n se dan condiciones suficientes y necesarias para que un sistema sea
linealizable por prolongaciones y detalla un ejemplo.
Un apartado de simulacio´n y conclusiones.
Parte 2
Descripcio´n del problema
La ecuacio´n de movimiento de un brazo robo´tico de cadena abierta es la siguiente :
M(q)q¨ + C(q, q˙)q˙ + g(q) = u(1)
donde M(q) es la matriz de inercia; C(q, q˙) contiene los te´rminos de las fuerzas
centr´ıfuga y de coriolis; g(q), los te´rminos de la gravedad, y u es el vector de
entradas. Es bien sabido que si la matriz de inercia M(q) es independiente de q
entonces la matriz que contiene los te´rminos de coriolis cumple C(q, q˙) = 0, ya que
los elementos de C(q, q˙) son derivadas de los elementos de M(q) .
En los art´ıculos [3],[4] y [5] se detalla una distribucio´n de inercia espec´ıfica : el
centro de masa de la articulacio´n n esta´ situado en la articulacio´n n-1, y el centro
de masa de las articulaciones n y n-1 esta´ situado en la articulacio´n n-2, y as´ı de
manera recursiva. Asumiendo esto, podemos modificar (1) de la siguiente manera :
(i) la (n×n) matriz de inercia M(q) es constante y tiene la siguiente estructura:
M =

a1 a2 a3 · · · an−1 an






an−1 an−1 an−1 · · · an−1 an
an an an · · · an an

donde ai son constantes para todo i = 1, . . . , n.
(ii) C(q, q˙) desaparece, ya que M es constante.
(iii) g(q) no es lineal, ya que el centro de masa se encuentra en la articulacio´n 2.
Para poder preservar la controlabilidad del sistema, se introduce un muelle
en cada articulacio´n sin actuador excepto en la junta 1. El hecho de an˜adir
muelles da un acople dina´mico entre las sucesivas articulaciones, cosa que
ayuda a preservar la controlabilidad del robot. En conclusio´n, el robot tiene
la siguiente ecuacio´n del movimiento :
Mq¨ =






donde ui es substituido por kiqi si ui = 0, para todo i ≥ 2. No´tese que durante
el trabajo supondremos que ki < 0.
Ahora podemos reescribir la ecuacio´n del movimiento a partir de las variables de
















donde b = (−mg sin(x1), k2x2, . . . , knxn)T ∈ Rn, y ei son los vectores de la base
cano´nica de Rn. Es importante remarcar que solo algunos ui sera´n diferentes de
9cero, y que ki = 0 si ui 6= 0, ya que solo se han an˜adido muelles en aquellas articu-
laciones sin actuadores. Haciendo algunos ca´lculos podemos ver que
M−1 =

λ1 −λ1 0 · · · 0
−λ1 λ1 + λ2 −λ2 · · · 0






0 0 0 · · · −λn−1
0 0 0 · · · −λn−1λn









−λ1G1(x1) + (λ1 + λ2)k2x2 − λ2k3x3
−λ2k2x2 + (λ2 + λ3)k3x3 − λ3k4x4
...
−λn−2kn−2xn−2 + (λn−2 + λn−1)kn−1xn−1 − λn−1knxn
−λn−1kn−1xn−1 − λn−1λnknxn

con G1(x1) = −mg sin(x1). Los campos vectoriales de entradas son
gi = −λi−1 ∂
∂xn+i−1




























g1 + (λ1 + λ2)k2g2 − λ2k3g3
ad2fgi = −λi−1ki−1gi−1 + (λi−1 + λi)kigi − λiki+1gi+1
ad2fgn = −λn−1kn−1gn−1 − λn−1λnkngn
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Demostracio´n. Para comprobar este lema basta con calcular los corchetes de Lie
y utilizar las definiciones de las gi. Vea´moslo :
ad2fg1






























[f, g2] = −λ1 ∂
∂x1















−λ1k2(λ1 + λ2) ∂
∂xn+1
+ k2(λ1 + λ2)
2 ∂
∂xn+2












g1 + (λ1 + λ2)k2g2 − λ2k3g3
ad2fgi
[f, gi] = −λi−1 ∂
∂xi−1





[f, [f, gi]] = λi−2λi−1ki−1
∂
∂xn+i−2





−(λi−1 + λi)kiλi−1 ∂
∂xn+i−1
+ (λi−1 + λi)2ki
∂
∂xn+i










= −λi−1ki−1gi−1 + (λi−1 + λi)kigi − λiki+1gi+1
ad2fgn






[f, [f, gn]] = −λn−2λn−1kn−1 ∂
∂x2n−2












= −λn−1kn−1gn−1 − λn−1λnkngn
uunionsq
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Observacio´n 1. Obse´rvese que si ui−1 6= 0 =⇒ ki−1 = 0. Como consecuencia de
esto y del lema anterior
ad2fgi = (λi−1 + λi)kigi − λiki+1gi+1
En [5] las cuestiones analizadas fueron :
¿ Bajo que´ condiciones un sistema es linealizable por realimentacio´n esta´tica ?
Si el sistema no es linealizable por realimentacio´n esta´tica, ¿ puede serlo me-
diante linealizacio´n por prolongaciones?
En nuestro trabajo las cuestiones son las mismas. La diferencia radica en el nu´me-
ro de actuadores. En [5] se analizaron los sistemas de 1 y 2 actuadores y en este
trabajo se estudiara´n sistemas con cualquier nu´mero de actuadores.
Antes de comenzar a analizar las preguntas recordemos algunas definiciones y un
teorema de linealizacio´n por realimentacio´n que sera´n ba´sicos para el desarrollo de
este trabajo.
Definicio´n 1. Un sistema no lineal
x˙ = f(x) +
m∑
i=1
gi(x)ui x ∈ Rn
es linealizable por realimentacio´n esta´tica o SFL (“static feedback linearizable”) si
es posible encontrar una realimentacio´n
u = α(z) + β(z)v u ∈ Rm v ∈ Rm z ∈ Rn
y un difeomorfismo
z = φ(x)
de manera que el sistema original se transforma en un sistema lineal y controlable
z˙ = Az +Bv
donde A y B son matrices con dimensiones apropiadas.
Teorema 2. Sea




un sistema no lineal con m entradas. El sistema es SFL si, y solo si, las siguientes
distribuciones tienen rango constante y son involutivas :
D0 = < g1, . . . , gm >
Di = < Di−1, adifg1, . . . , ad
i
fgm > ∀i = 1, . . . , n− 1
y el rango de Dn−1 es n.
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Definicio´n 2. Sea




un sistema no lineal con m entradas. Una prolongacio´n del sistema es












i ∀i = 0 . . .m
u˙ki−1i = vi
donde uji que corresponde a u
(j)
i , son las nuevas variables de estado ∀i = 0 . . .m y
j = 0 . . . ki − 1. La nueva entrada con la prolongacio´n es vi.
Definicio´n 3. Sea




un sistema no lineal con m entradas. Diremos que el sistema es linealizable median-
te prolongaciones o LP (“linearizable by prolongations” ) si existe una prolongacio´n
del sistema original de manera que el sistema prolongado sea SFL.
Definicio´n 4. Un sistema no lineal
(3) x˙ = f(x, u) x ∈ Rn u ∈ Rm
es linealizable por realimentacio´n dina´mica o DFL (“dynamic feedback linearizable”)
si existe :
1. Un compensador dina´mico regular{
z˙ = a(x, z, v)
u = b(x, z, v)
con z ∈ Rq y v ∈ Rm. La regularidad implica que el compensador con v como
entrada y y como salida.
2. Un difeomorfismo
ψ = ψ(x, z)
donde φ ∈ Rn+q, de manera que el sistema original con la nueva entrada y
aplicando el difeomorfismo se transforma en un sistema lineal controlable
ψ˙ = Aψ +BV
Observacio´n 2. Una prolongacio´n de un sistema es un caso particular de com-
pensador dina´mico. Por tanto, todo sistema LP es DFL.
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Definicio´n 5. Un sistema no lineal como en (3) es plano si ∃y = y(x, u, u˙, . . . , u(r))
tal que podemos expresar x y u de la siguiente manera:
x = x(y, y˙, . . . , y(k)) u = u(y, y˙, . . . , y(l))




Comencemos el apartado con un resultado que sera´ clave durante todo el trabajo:
Teorema 3. Dado un sistema con n articulaciones y m actuadores ui1 , . . . , uim .
El sistema es SFL ⇐⇒ g1 ∈ D2(i1−1)
Demostracio´n. Para que un sistema sea SFL, las distribuciones deben ser invo-
lutivas y de rango constante. Estudiemos las distribuciones sucesivas :
D0 = < gi1 , . . . , gim >










D2(i1−1) = < D2i−3,
2i1−1∑
l1=1




donde los µij son constantes diferentes de 0 que resultan del producto de las cons-
tantes λ’s y las constantes k’s.
Todas las distribuciones contienen u´nicamente vectores constantes y por tanto son
involutivas, excepto D2(i1−1), donde aparece g1. Como consecuencia , tan so´lo es
necesario estudiar la involutividad de D2(i1−1). Es decir, hace falta demostrar
D2(i1−1) involutiva ⇐⇒ g1 ∈ D2(i1−1)
=⇒
Supongamos que el sistema es SFL y veamos que g1 ∈ D2(i1−1). Si el sistema es
SFL, en particular D2(i1−1) es involutiva por [6]. Por tanto basta con encontrar dos
elementos de la distribucio´n cuyo corchete de Lie nos de g1 y aplicar que efectiva-
mente el sistema es involutivo.
No´tese que en D2(i1−1) los corchetes de Lie de elementos de la distribucio´n son
todos 0, debido a que todos ellos son constantes, con la siguiente excepcio´n :
Si cogemos ad
2(i1−1)
f gi1 que pertenece a D2(i1−1) y ad
2(i1−1)−1




f gi1 , ad
2(i1−1)−1




donde k es una constante, por lo tanto como el sistema es involutivo g1 ∈ D2(i1−1).
⇐=
Supongamos que g1 ∈ D2(i1−1). Como ya se ha ha dicho en la otra implica-
cio´n todos los corchetes de Lie de elementos de D2(i1−1) son 0 con la salvedad
[ad
2(i1−1)
f gi1 , ad
2(i1−1)−1
f gi1 ].
Pero si g1 ∈ D2(i1−1) en particular [ad2(i1−1)f gi1 , ad2(i1−1)−1f gi1 ] ∈ D2(i1−1), y como
consecuencia el sistema es involutivo y, por tanto, tambie´n es SFL. uunionsq
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Como se ha podido ver en el Teorema 3, que un sistema sea o no SFL depende
de si g1 ∈ D2(i1−1). Por ello nos centraremos en la forma que tienen las diferentes
distribuciones con tal de concluir si g1 ∈ D2(i1−1). Para ello expresaremos todas las
distribuciones asociadas en forma de matrices cuyas filas contendra´n combinaciones
de los vectores g’s asociadas a las diferentes distribuciones. Veamos a continuacio´n
co´mo son dichas matrices y co´mo nos ayudara´n en la tarea de saber si un sistema
es SFL o no lo es.
Durante este cap´ıtulo haremos la suposicio´n de que los sistemas esta´n formados por
m actuadores ui1 , ui2 , . . . , uim y n articulaciones. Miremos entonces co´mo son las
distribuciones pares hasta la distribucio´n D2(i1−1).
D0 = < gi1 , gi2 , . . . , gim >









. . . , µ1im−1gim−1 + µ
1
im+1gim+1 >





















Podemos observar que en D2(i1−1) aparece g1 por primera vez en combinaciones
con otros vectores.
Ejemplo 1. Sea un sistema de 3 actuadores ui1 , ui2 y ui3 y 10 articulaciones,
donde la posicio´n de los actuadores es : i1 = 3, i2 = 6 y i3 = 8. Entonces las
distribuciones son :
D0 = < g3, g6, g8 >


































Se puede observar que g1 aparece por primera vez en combinacio´n con otros cam-
pos vectoriales en D2(i1−1) = D4. Por otro lado, como tenemos actuadores en las
articulaciones 6 y 8 ,en D4 no aparecen g6 ni g8 en las combinaciones de vectores.
Esto es debido a que k6 = k8 = 0 como ya se comento´ en la observacio´n 1.
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Entonces en (4) tendremos que tener en cuenta este hecho de manera que si consi-
deramos :
t1 = 1
tj = max(ij − i1 + 1, ij−1 + 1) ∀j ∈ [2,m]
tj = min(ij + i1 − 1, ij+1 − 1) ∀j ∈ [1,m− 1]
tm = min(im + i1 − 1, n)
Con esta notacio´n podemos expresar (4) como:










Una vez visto co´mo son las distribuciones, estamos en condiciones de introducir las
siguientes definiciones.
Definicio´n 6. Dado un sistema con las condiciones anteriores, definimos la ma-




0 · · · 0 1 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0
0 · · · · · · · · · 0 1 0 · · · · · · · · · 0
...
...
0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0 · · · 0

m×n










Observacio´n 4. Utilizando la definicio´n 6 podemos expresar D0 de forma matricial
de la siguiente manera:
D0 =< gi1 , gi2 , . . . , gim >=< {filas de M0G} >
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0 · · · · · · 0 1 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0
0 · · · 0 µ1i1−1 0 µ1i1+1 · · · · · · · · · · · · · · · 0
0 · · · · · · · · · · · · 0 1 0 · · · · · · · · · 0
0 · · · · · · · · · 0 µ1i2+1 0 µ1i2+1 0 · · · · · · 0
...
...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0 · · · 0
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · µ1im−1 0 µ1im+1 · · · 0

2m×n
de manera que D2 =< D1, {filas de M1G} >
Definicio´n 8. De una manera ana´loga podemos definir Mi1−1 como la matriz aso-
ciada a las distribuciones pares hasta la distribucio´n D2(i1−1), que es la primera en









con lo que conseguimos expresar D2(i1−1) =< D2i1−3, {filas de Mi1−1G} > donde
las cajas que la componen tienen la forma :




0 · · · · · · 0 1 0 · · · · · · 0


















. . . 0
0 µi1−2ij−i1+2 · · · µi1−2ij−1 0 µi1−2ij+1 · · · µi1−2ij+i1−2 0
µi1−1ij−i1+1 µ
i1−1








0 · · · 0 1 0 · · · · · · 0
... 0 µ1ij−1 0 µ
1
ij+1
















. . . 0
µi1−2ij−1+1 · · · µi1−2ij−1 0 µi1−2ij+1 · · · µi1−2ij+i1−2 0
µi1−1ij−1+1 · · · µi1−1ij−1 0 µi1−1ij+1 · · · µi1−1ij+i1−2 µi1−1ij+i1−1

i1×ij−ij−1+i1−1




0 · · · · · · 0 1 0 · · · 0


















0 µi1−2ij−i1+2 · · · µi1−2ij−1 0 µi1−2ij+1 · · · µi1−2ij+1−1
µi1−1ij−i1+1 µ
i1−1
ij−i1+2 · · · µi1−1ij−1 0 µi1−1ij+1 · · · µi1−1ij+1−1

i1×ij+1−ij+i1−1




0 · · · 0 1 0 · · · 0



















µi1−2ij−1+1 · · · µi1−2ij−1 0 µi1−2ij+1 · · · µi1−2ij+1−1




Observacio´n 5. La matriz Mi1−1 y las cajas Cij cumplen las siguientes condicio-
nes:
(I) La primera columna de Mi1−1 no esta´ vac´ıa. Tambie´n se podr´ıa decir que g1
es parte de una combinacio´n lineal en un campo vectorial de D2(i1−1).
Si miramos la caja Ci1 podemos ver que contiene algu´n elemento diferente




0 · · · · · · 0 1 0 · · · · · · 0


















. . . 0
0 µi1−22 · · · µi1−2i1−1 0 µi1−2i1+1 · · · µi1−22i1−2 0
µi1−11 µ
i1−1
2 · · · µi1−1i1−1 0 µi1−1i1+1 · · · µi1−12i1−2 µi1−12i1−1

i1×2i1−1
(II) La matriz Mi1−1 tiene dimensiones (mi1×n), debido a que el sistema tiene n
articulaciones y a que llegamos a la distribucio´n i1− 1 con los m actuadores
del sistema.
(III) Si im + i1− 1 < n las columnas de la matriz Mi1−1 que van de im + i1 hasta
la columna n tienen todos sus elementos 0 . Por ello consideraremos que la
dimensio´n de Mi1−1 es (mi1 × km − k1 + 1).
Esta consideracio´n no supondra´ en ningu´n caso una perdida de informacio´n
ya que veremos ma´s adelante que lo que nos interesa de las matrices Mi1−1
es su rango, y este no var´ıa al eliminar las columnas vac´ıas.
Mirando la caja Cim se puede observar que todas las columnas posteriores a
la im + i1 − 1 sera´n 0.
(IV) Como puede ser que haya campos vectoriales g′s que no aparezcan en la
distribucio´n D2(i1−1), renombraremos G como el vector que contiene todos






(V) Con las consideraciones anteriores D2(i1−1) =< D2i1−3, {filas de Mi1−1G} >.
(VI) Las dimensiones de una caja Cij son (i1× tj − tj + 1) sea cual sea su forma.
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Definicio´n 9. Diremos que hay una brecha en el sistema entre los actuadores uij
y uij+1 si se cumple la condicio´n:
ij+1 − ij > 2i1 − 2
Definicio´n 10. Sea un sistema con una brecha entre los actuadores uij y uij+1 .
Entonces llamaremos a M ji1−1 a la submatriz que contiene todas las columnas de
Mi1−1 hasta llegar a la columna t
j = ij + i1 − 1 incluida.
dim (M ji1−1) = (ji1 × tj − t1 + 1)
Observacio´n 6. M ji1−1 esta´ formada por todas las cajas Cil ∀l = 1, . . . , j.
Definicio´n 11. En tal caso llamaremos tambie´n Gj a la matriz que contiene cada
uno de los vectores que aparecen en M ji1−1, es decir, los vectores que van de g1
hasta gij+i1−1.
dim (Gj) = (tj − t1 + 1× 1)
Observacio´n 7. Si hay una brecha entre uij y uij+1 entonces las cajas Cij y Cij+1
no tienen ningu´n vector g en comu´n.
Demostracio´n. Para verlo basta con comprobar tj < tj+1, y como se cumple
ij+1 − ij > 2i1 − 2 entonces tj = ij + i1 − 1 y tj+1 = ij+1 − i1 + 1 y claramente
tj < tj+1.
uunionsq
Ejemplo 2. Sea un sistema de 3 actuadores y 10 articulaciones con los actuadores
en i1 = 3, i2 = 5 y i3 = 10.
Si miramos las distribuciones vemos que son :
D0 = < g3, g5, g10 >



























0 0 1 0




































0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 µ12g2 0 µ
1





4g4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 µ14g2 0 µ
1
6g6 0 0 0 0




7g7 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

3i1×t3−t1+1




0 0 1 0 0 0 0
0 µ12g2 0 µ
1





4g4 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 µ14g2 0 µ
1
6g6 0



















Proposicio´n 1. Sea un sistema con una brecha entre los actuadores uij y uij+1 .
El sistema es SFL ⇐⇒ g1 ∈< {filas de M ji1−1Gj} >
Demostracio´n. Como ya se vio en el Teorema 3 junto con la observacio´n 5 (V )
podemos suponer que
El sistema es SFL ⇐⇒ g1 ∈< {filas de Mi1−1G} >
Por tanto bastara´ con probar que
g1 ∈< {filas de M ji1−1Gj} >⇐⇒ g1 ∈< {filas de Mi1−1G} >
Comencemos entonces por la implicacio´n ma´s sencilla.
=⇒
Por definicio´n de M ji1−1 y G
j sabemos que es una submatriz de Mi1−1 y G. Por
tanto
g1 ∈< {filas de M ji1−1Gj} >⊂< {filas de Mi1−1G} >
⇐=
En este caso g1 ∈< {filas de Mi1−1G} > y hay un brecha en el sistema entre los
actuadores uij y uij+1 . Sabemos por la observacio´n 7 que las cajas Cij y Cij+1 no
tienen ningu´n campo vectorial g en comu´n. Por ello, y observando la construccio´n




















Podemos descomponer el producto de matrices Mi1−1G en el producto de sus cajas.
Como no hay elementos en comu´n entre M ji1−1 y las siguientes cajas, podemos
mirar el producto de las cajas Cij+1 , . . . , Ctm con sus correspondientes vectores
gij+i1 , . . . , gtm .
Haciendo ca´lculos podemos ver que g1 no aparece en dicho producto, por tanto, si
g1 ∈< {filas de Mi1−1G} >, entonces
g1 ∈< {filas de M ji1−1Gj} >
uunionsq
Teorema 4. Dado un sistema de m actuadores ui1 , ui2 , . . . , uim y n articulaciones.
En sistemas sin brechas, si el rango de la matriz Mi1−1 es igual o superior al
nu´mero de filas de G, entonces el sistema es SFL.
En sistemas con brechas ,si el rango de la matriz M ji1−1 es igual o superior al
nu´mero de filas de Gj, entonces el sistema es SFL.
Observacio´n 8. El teorema anterior se puede expresar de la siguiente forma:
En sistemas sin brechas se cumple el teorema si : Rang(Mi1−1) ≥ tm
En sistemas con brechas se cumple el teorema si :Rang(M ji1−1) ≥ tj
Demostracio´n. Para demostrar este resultado haremos una divisio´n del problema
que se hara´ a menudo durante todo el trabajo. Esta divisio´n es la siguiente :
El sistema no tiene brechas
Si el sistema no tiene brechas podemos trabajar Mi1−1. Sus dimensiones son
(mi1)× (tm − t1 + 1). Como t1 = 1 y tm = min(im + i1 − 1, n), entonces :
Dim(Mi1−1) = (mi1)× (min(im + i1 − 1, n))
Por otro lado sabemos por la observacio´n 5 (V) que
D2(i1−1) =< D2i1−3, {filas de Mi1−1G} >
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Por tanto, el sistema sera´ SFL si g1 ∈ D2(i1−1), es decir, si g1 ∈< {filas de Mi1−1G} >.
Pero si el rango de la matriz Mi1−1 es mayor o igual que t
m entonces Mi1−1G
genera todos los vectores de G, y en particular el vector g1, y por tanto el
sistema es SFL.
Si el sistema tiene una brecha entre los actuadores uij y uij+1
En tal caso las dimensiones de matriz M ji1−1 son (mi1) × (im + i1 − 1) y la
del vector Gj es im + i1 − 1. El sistema sera´ SFL si g1 ∈ D2(i1−1) y por tanto,
por la proposicio´n 1 si g1 ∈< {filas de M ji1−1Gj} >. Pero si el rango de la
matriz M ji1−1 es ma´ximo y superior a im + i1− 1 entonces M ji1−1Gj genera to-
dos los vectores de Gj , y en particular el vector g1, y por tanto el sistema es SFL.
uunionsq
Ejemplo 3. Sea el sistema del ejemplo 2 con 10 articulaciones y 3 actuadores en
i1 = 3, i2 = 5 y i3 = 10. Como hay una brecha entre ui2 y ui3 estudiaremos si
Rang(M2i1−1) ≥ 7
Observando la matriz del ejemplo 2 observamos que sus dimensiones son (6 × 7).
Por tanto, el rango es inferior a 7 y no podemos decir au´n si el sistema es SFL o
no.
Ejemplo 4. Sea el sistema con 10 articulaciones y 3 actuadores en i1 = 3, i2 = 5
y i3 = 7. Este sistema no tiene ninguna brecha, por tanto el sistema es SFL si
Rang(Mi1−1) ≥ 9
Mirando las dimensiones de la matriz vemos que son (9× 9). Para que el rango sea
9 todas las filas y columnas han de ser independientes.
Por el momento no podemos asegurar que lo sean; por tanto, nos centraremos en
contestar las siguientes preguntas para poder utilizar el teorema 4 con una meca´nica
ma´s concreta.
Parte 4
Estudio del rango de las ma-
trices Mi1−1
1. Preguntas
Dado un sistema, ¿ puedo saber si el rango de Mi1−1 o M
j
i1−1 es ma´ximo?
Si el rango no es ma´ximo, ¿ puede el sistema ser SFL?
¿ Cambia alguna cosa el hecho de tener un actuador en la u´ltima articulacio´n?
Para saber si este tipo de matrices Mi1−1 o M
j
i1−1 tienen rango ma´ximo nos fijare-
mos en las cajas que las componen.
2. Rango de las cajas Cij
Definicio´n 12. Llamaremos al rango de cada caja Cij como:
Rj = Rang(Cij )
2.1. Rango de Ci1 .
Lema 5.
R1 = Rang(Ci1) = i1(6)
Demostracio´n. Sabemos de la caja Ci1 que sus dimensiones son (i1)×(t1−t1+1),
o lo que es lo mismo :
(i1)× (min(i2 − i1, 2i1 − 1)
Por tanto las cajas Ci1 pueden ser tipo (I) o (II) segu´n la definicio´n 8.





0 · · · · · · 0 1 0 · · · · · · 0


















. . . 0




· · · µi1−1i1−1 0 µi1−1i1+1 · · · µi1−12i1−2 µi1−12i1−1

i1×2i1−1
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que podemos expresar como
Ci1 =








donde tanto C−i1 como C
+
i1
son triangulares inferiores y tienen respectivamen-
te sus elementos de la antidiagonal y diagonal diferentes de 0. Por todo ello
podemos concluir que el rango es ma´ximo y que Ci1 tiene i1 combinaciones
independientes de campos vectoriales g.
Resumiendo el rango de Ci1 es R1 = i1 cuando sea del tipo (I).
Si Ci1 es tipo (II) se cumple min(i2 − i1, 2i1 − 1) = i2 − i1. Podr´ıamos mirar
exactamente co´mo es Ci1 , de la misma manera que se ha hecho con las matrices




nes (i1 − 1)× (i1 − 1), y por tanto el rango de Ci1 siempre sera´ R1 = i1. Como
Ci1 ha de ser de un tipo u otro y en ambos casos su rango es R1 = i1 podemos
concluir que para cualquier sistema la matriz Ci1 tiene rango i1.
uunionsq
2.2. Rango de Cij .
Ahora estudiaremos co´mo son los rangos de las cajas Cij ∀j ∈ [2,m− 1].
Lema 6.
Rj = Rang(Cij ) = min(i1, ij+1 − ij−1 − 1) ∀j ∈ [2,m− 1](7)
Demostracio´n.
Si las cajas son del tipo (I), (II) o (III) de la definicio´n 8, apartados (I), (II)




bien C+i1 de dimensio´n (i1 − 1) × (i1 − 1) y por tanto el rango de Cij sera´ i1.
Como consecuencia, para estos 3 casos el resultado es:
Rj = Rang(Ci1) = i1
Si las cajas son del tipo (IV ) de la definicio´n 8 apartado (IV ) entonces tiene





0 · · · 0 1 0 · · · 0



















µi1−2ij−1+1 · · · µi1−2ij−1 0 µi1−2ij+1 · · · µi1−2ij+1−1
µi1−1ij−1+1 · · · µi1−1ij−1 0 µi1−1ij+1 · · · µi1−1ij+1−1

i1×(ij+1−ij−1−1)
Esta matriz tambie´n la podemos expresar de la manera siguiente :
Cij =






















µi1−1ij−1+1 · · · µi1−1ij−1 0 µi1−1ij+1 · · · µi1−1ij+1−1

i1×(ij+1−ij−1−1)
donde C−ij es una matriz cuadrada triangular inferior y de dimensiones
(ij − ij−1 − 1)× (ij − ij−1 − 1)
y C+ij es una matriz cuadrada triangular inferior y de dimensiones
(ij+1 − ij − 1)× (ij+1 − ij − 1)
Adema´s, co´mo son matrices triangulares
Rang(Cij ) = min(i1, Rang(C
−
ij
) + 1 +Rang(C+ij ))
= min(i1, ij+1 − ij−1 − 1)
y como en las cajas de tipos (I), (II) o (III) el rango es siempre inferior a
ij+1 − ij−1 − 1 entonces el siguiente resultado
Rj = Rang(Cij ) = min(i1, ij+1 − ij−1 − 1)
engloba los 4 tipos diferentes de cajas.
uunionsq
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Ejemplo 5. Sea un sistema de 15 articulaciones y 3 actuadores en las posiciones






























por tanto el rango sera´ :
R2 = min(6, 11− 6− 1) = 4
2.3. Rango de Cim .
Este tipo de cajas es exactamente igual que el tipo de cajas del anterior apartado,
substituyendo im+1 por n+ 1, ya que el actuador uim+1 no existe.
Lema 7.
Rm = Rang(Cim) = min(i1, n− im−1)(8)
Demostracio´n. Basta con substituir j=m en el lema anterior, teniendo en cuenta
que im+1 = n+ 1 puesto que el actuador uim+1 no existe.
uunionsq




min(i1, ij+1 − ij−1 − 1) ∀j ∈ [1,m− 1]
min(i1, n− im−1) j = m
2.4. Rango de Cij con un actuador en la u´ltima articulacio´n.
Observacio´n 9. Es interesante considerar los casos en que hay un actuador en la
u´ltima articulacio´n (im = n) puesto que las matrices son antidiagonales con la uni-
dad en la antidiagonal. Por tanto, para estos sistemas todos los campos vectoriales
gj ∈ D2(i1−1) ∀j ∈ [d, n] siendo
d = max(im−1 + 1, im − i1 + 1)
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Teorema 8. Sea un sistema con un actuador en la u´ltima articulacio´n y sea k el
mayor ı´ndice que cumple ik+1 − ik > i1 entonces
Si k > 1
Rk = min(i1, ik+1 − i1 − ik−1) y tk = min(ik + i1 − 1, ik+1 − i1)
Si k = 1
El sistema es SFL
Demostracio´n.
im − im−1 > i1
En este caso k = m, y al ser Cim antidiagonal con la unidad en la antidiagonal,
nos indica que los campos vectoriales
gj ∈ D2(i1−1) ∀j ∈ [im − i1 + 1, im]
lo cual no modifica a Cim , pero s´ı a la matriz anterior Cim−1 (”salvo en el caso
en que haya una brecha”), puesto que en vez de tener rango
Rm−1 = Rang(Cim−1) = min(i1, im − im−2 − 1)
tendra´
Rm−1 = min(i1, im − i1 + 1− im−2 − 1) = min(i1, im − i1 − im−2)
debido a todos los campos vectoriales que pertenecen a D2(i1−1). Realmente este
hecho equivale a suponer que hay un actuador en la articulacio´n im − i1 + 1.
Por otro lado, tambie´n debido a todos los campos vectoriales que pertenecen a
D2(i1−1)
tm−1 = min(im−1 + i1 − 1, im − i1)
im − im−1 ≤ i1
Al ser Cim antidiagonal con la unidad en la antidiagonal nos indica que los
campos vectoriales
gj ∈ D2(i1−1) ∀j ∈ [im−1 + 1, im]
puesto que en este caso im − im−1 ≤ i1 podemos observar que tm = im−1 + 1
y tm−1 = im−1. Por la observacio´n 5 (VI )
Dim(Cim−1) = (i1)× (tm−1 − tm−1 + 1)
= (i1)× (im−1 −min(im−2 + 1, im−1 − i1 + 1) + 1)
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Mirando detenidamente min(im−2 +1, im−1− i1 +1) surgen dos posibles casos:
1) im−1 − im−2 > i1
En este caso Cim−1 tiene dimensiones (i1)× (im−1− im−2), es antidiagonal
con la unidad en la antidiagonal; por tanto, podemos decir que
gj ∈ D2(i1−1) ∀j ∈ [im−1 − i1 + 1, im]
y
Rm−2 = min(i1, im−1 − i1 − im−3)
debido a todos los campos vectoriales que pertenecen a D2(i1−1). Equiva-
lente a suponer que hay un actuador en la articulacio´n im−1 − i1 + 1.
Por otro lado, tambie´n debido a todos los campos vectoriales que pertene-
cen a D2(i1−1)
tm−2 = min(im−2 + i1 − 1, im−1 − i1)
2) im−1 − im−2 ≤ i1
Podemos observar que este caso sera´ igual que el caso • im − im−1 ≤ i1,
cuyo resultado vendra´ de
Dim(Cim−2) = (i1)× (tm−2 − tm−2 + 1)
= (i1)× (im−2 −min(im−3 + 1, im−2 − i1 + 1) + 1)
repitie´ndose el resultado mediante un proceso de bifurcacio´n.
Por tanto, podemos concluir cogiendo k, el mayor ı´ndice que cumple ik+1− ik > i1.
Por la estructura de los apartados anteriores es fa´cil ver que si existe un ı´ndice
k > 1 entonces
gj ∈ D2(i1−1) ∀j ∈ [ik+1 − i1 + 1, n]
y como consecuencia obtenemos que
tk = min(ik + i1 − 1, ik+1 − i1)
y
Rk = min(i1, ik+1 − i1 − ik−1)
y en caso contrario, si k = 1 todas las cajas Cij son antidiagonales con la unidad
en la antidiagonal y, por tanto, todos los campos vectoriales pertenecen a D2(i1−1),
y en particular g1, y como consecuencia el sistema ser´ıa SFL.
uunionsq
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3. El teorema principal para el estudio de SFL
Definicio´n 13. Sea M ji1−1 la matriz formada por la cajas Cij ∀[1, j]. No´tese que
j ≤ m y que si hay una brecha entre los actuadores uij y uij+1 seguiremos utilizando
M ji1−1, pues es consistente con esta definicio´n.






la suma acumulada de los rangos de las matrices Cij que forman la matriz M
j
i1−1.
Definicio´n 15. Sea #Gj el nu´mero de filas de la matriz Gj.
Observacio´n 10. #Gj = tj.
Teorema 9. El rango de una matriz M ji1−1 = min(#G
j , Raj).
Demostracio´n. Recordemos las dimensiones de M ji1−1
Dim(M ji1−1) = (ji1 × tj − t1 − 1) = (ji1 × tj)
Por definicio´n de la matriz Gj podemos concluir que #Gj = tj . Por otro lado Raj
es la suma de los rangos de las matrices Cik∀j ∈ [1, k]. Como cada caja Cik tiene
rango Rk, en particular tiene Rk filas linealmente independientes. Como cada fila
de M ji1−1 solo tiene elementos de una sola caja Cik desarrollando los determinantes
por filas, es fa´cil ver que M ji1−1 tiene Raj filas independientes. Por tanto, el rango
de M ji1−1 = min(#G
j , Raj).
uunionsq
Teorema 10. Sea un sistema de m actuadores y n articulaciones y sea k el menor
ı´ndice que cumple alguna de las siguientes condiciones :
Hay una brecha entre uik y uik+1 .
im = n y k es el mayor ı´ndice que cumple ik+1 − ik > i1.
Si no se cumple ninguna de las anteriores condiciones k = m.
Entonces, dado un sistema de n articulaciones y m actuadores se cumple
El sistema es SFL ⇐⇒ Raj ≥ #Gj para algu´n j ∈ [1, k]
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Demostracio´n. Puesto que el teorema trata 3 posibles casos vamos a estudiarlos
por separado.
El sistema tiene una brecha
Si el sistema tiene una brecha entre los actuadores uik y uik+1 entonces traba-
jaremos con las matrices Mki1−1 y G
k. Pero el teorema 4 nos dice que el sistema
es SFL si se cumple
Rang(Mki1−1) ≥ #Gk
por el teorema 9 Rang(Mki1−1) = min(#G
k, Rak) , esta condicio´n equivale a
Rak ≥ #Gk
Sin embargo, falta comprobar que si se cumple Raj ≥ #Gj para algu´n j ∈ [1, k)
tambie´n el sistema es SFL. Pero esto es obvio ya que si Raj ≥ #Gj implica
que M ji1−1 genera todos los campos vectoriales g de G
j y en particular g1, y
por tanto el sistema es SFL.
El sistema tiene un actuador en la u´ltima articulacio´n y no tiene brechas
Si el sistema tiene un actuador en la u´ltima articulacio´n (im = n) entonces por
el Teorema 8 Rk = min(i1, ik+1 − i1 − ik−1); teniendo en cuenta este hecho
que tan solo afecta al computo de Rak, Rang(M
k
i1−1) = min(#G
k, Rak) y, por
tanto, por el Teorema 4, si
Rak ≥ #Gk
el sistema es SFL. De la misma manera que en el caso anterior si Raj ≥ #Gj
para algu´n j ∈ [1, k) tambie´n el sistema es SFL.
El sistema no cumple ninguno de los anteriores
Entonces k=m y trabajaremos con las matrices Mi1−1 y G. Aunque este hecho
no afecta ya que segu´n el Teorema 4 si se cumple
Ram ≥ #Gm
el sistema es SFL. Por otro lado si se da la condicio´n
Raj ≥ #Gj
para algu´n j ∈ [1,m) el sistema es SFL.
uunionsq
Observacio´n 11. El teorema anterior nos indica que el sistema es SFL si, y solo
si, alguna de las submatrices de Mi1−1, formada por las matrices Cik∀j ∈ [1, k],
tiene rango ma´ximo.
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4. Algoritmo del estudio de SFL
1. Detectar los actuadores necesarios para el estudio de SFL:
Todos los actuadores hasta llegar a la primera brecha en el caso de que el
sistema tenga alguna brecha.
En caso de tener un actuador en la u´ltima articulacio´n, los k primeros
actuadores donde k es el mayor ı´ndice que cumple ik+1 − ik > i1.
En caso de que no se cumpla ninguna de las dos condiciones anteriores
utilizaremos todos los actuadores.
2. Escribir la posicio´n de cada actuador en la fila ij .
3. Escribir el rango de la matriz Cij en la fila Rj . Recordemos que
Rj =
{
min(i1, ij+1 − ij−1 − 1) ∀j ∈ [1,m− 1]
min(i1, n− im−1) j = m
y
Rk = min(i1, ik+1 − i1 − ik−1)
si im = n y k es el mayor ı´ndice que cumple ik+1 − ik > i1.
4. Escribir el rango acumulado de las matrices anteriores a Cij en la fila Raj .
5. Escribir el nu´mero de campos vectoriales diferentes que aparecen en la matriz
Cij , es decir, #G
j = tj .
6. Mirar si ∃j ∈ {1, . . . , k} | Raj ≥ #Gj , siendo k el menor ı´ndice que cumple las
condiciones del teorema 10.
Ejemplo 7. Sea un sistema de 24 articulaciones y 5 actuadores i1 = 5, i2 = 7,
i3 = 10, i4 = 14 y i5 = 23.
Podemos observar que este sistema tiene una brecha entre los actuadores ui4 y ui5 .
Por tanto, para saber si el sistema es SFL solo miraremos los 4 primeros actuado-
res. Para saber si el sistema es SFL, para cada actuador uij necesitamos saber Rj,
Raj y #G
j.
i1 i2 i3 i4
ij 5 7 10 14
Rj 5 4 5 5
Raj 5 9 14 19
#Gj 6 9 13 18
Podemos ver que M2i1−1 tiene rango ma´ximo; por tanto, el sistema es SFL. Aunque
tambie´n tiene rango ma´ximo M3i1−1 y M
4
i1−1. Basta con que una de las matrices
cumpla la condicio´n Raj ≥ #Gj para que el sistema sea SFL.
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Ejemplo 8. Sea un sistema de 23 articulaciones y 5 actuadores i1 = 5, i2 = 8,
i3 = 11, i4 = 18 y i5 = 23.
Podemos observar que este sistema tiene un actuador en la u´ltima articulacio´n
i5 = n. Por tanto, consideramos k el mayor ı´ndice que cumple que ik+1 − ik > i1.
Podemos observar que para este ejemplo k = 3 y aplicando el teorema 8 obtenemos:
R3 = min(i1, i4 − i1 − i2) = min(5, 18− 5− 8) = 5
y
k3 = i4 − i1 = 13
Aplicando el algoritmo
i1 i2 i3
ij 5 8 11
Rj 5 5 5
Raj 5 10 15
#Gj 7 10 15
podemos ver que M2i1−1 tiene rango ma´ximo; por tanto, el sistema es SFL.
Ejemplo 9. Sea un sistema de 25 articulaciones y 5 actuadores i1 = 5, i2 = 11,
i3 = 16, i4 = 19 y i5 = 21.
Podemos observar que este sistema no tiene ninguna brecha ni ningu´n actuador en
la u´ltima articulacio´n. Por eso trabajaremos con todos los actuadores.
i1 i2 i3 i4 i5
ij 5 11 16 19 21
Rj 5 5 5 4 5
Raj 5 10 15 19 24
#Gj 9 15 18 20 25
Como en ningu´n caso Raj ≥ #Gj para ningu´n j ∈ [1, 5], entonces el sistema no es
SFL.
5. Respuestas
¿ Dado un sistema puedo saber si el rango de Mi1−1 o M
j
i1−1 es ma´ximo?
S´ı, segu´n el teorema 8 es el mı´nimo entre Raj y #G
j .
Si el rango no es ma´ximo, ¿ puede el sistema ser SFL?
S´ı, si el rango de alguna de las submatrices lo es.
¿ Cambia alguna cosa el hecho de tener un actuador en la u´ltima articulacio´n?
S´ı, puesto que las matrices asociadas tienen 1 en la antidiagonal, cosa que hace
que todos los vectores g que aparecen pertenezcan a la distribucio´n.

Parte 5
Estudio particular de sistemas
con 1,2 y 3 actuadores
Hemos dado las condiciones gene´ricas para saber si un sistema cualquiera es SFL o
no. Veamos ahora los casos particulares de 1,2 y 3 actuadores aplicando el teorema
10. En el art´ıculo [5] se dieron los resultados para los sistemas de 1 y 2 actuadores;
por tanto, podremos validar el teorema para estos sistemas. Puesto que al aumentar
el nu´mero de actuadores el teorema 10 tambie´n aumenta el nu´mero de condiciones,
estudiaremos detalladamente los sistemas hasta 3 actuadores. Puesto que el teorema
da condiciones para cualquier tipo de sistemas y el algoritmo de aplicacio´n del
teorema 10 es bastante fa´cil de realizar no tiene intere´s estudiar al detalle sistemas
con un mayor nu´mero de actuadores.
6. Sistemas con 1 actuador
Si el sistema tiene un actuador ui1 y n articulaciones tan so´lo tendremos que tra-
bajar con la matriz M1i1−1, que en realidad es tambie´n la matriz Mi1−1. Veamos
las condiciones que aparecen al aplicar el Teorema 10. En este caso M1i1−1 = Ci1 .
Como el sistema solo tiene un actuador, este no puede tener brechas. Por tanto,
u´nicamente se han de contemplar dos casos.
El sistema tiene un actuador en la u´ltima articulacio´n :
En este caso no hay ningu´n ı´ndice que cumpla ik+1 − ik > i1 porque hay un
u´nico actuador. Como im = n resulta que la matriz es antidiagonal con la uni-
dad en la antidiagonal y cuadrada. Como consecuencia siempre se cumple que
el rango es ma´ximo e igual a n. Por tanto, todo sistema con un actuador en la
u´ltima articulacio´n es SFL.
El sistema no tiene el actuador en la u´ltima articulacio´n:
En tal caso se ha de dar la condicio´n R1 ≥ #G1, o lo que es lo mismo:
i1 ≥ 2i1 − 1
Fa´cilmente se puede calcular que esto solo se da para i1 = 1, o lo que es lo
mismo, con el actuador en la primera articulacio´n. Por tanto, un sistema con
un actuador en la primera articulacio´n es SFL.
Teorema 11. Un sistema con un actuador es SFL si y solo si el actuador se
encuentra en la primera o en la u´ltima articulacio´n.
Observacio´n 12. Este resultado ya se hab´ıa obtenido en [5]; por tanto, el teorema
generalizado es consistente con el caso particular de sistemas con 1 actuador.
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7. Sistemas con 2 actuadores
Ahora estudiaremos todos los posibles sistemas con 2 actuadores y daremos con-
diciones concretas para la condicio´n de SFL. Supongamos que el sistema tiene 2
actuadores ui1 y ui2 y n articulaciones. Apliquemos a estos sistemas el teorema 10:
Sistemas con alguna brecha:
Como el sistema tiene dos actuadores se nos indica que hay una brecha entre
ui1 y ui2 y por tanto i2 − i1 > 2i1 − 2. En este caso solo tendremos en cuenta
i1. Por tanto, el sistema es SFL si se cumple que R1 ≥ #G1, y esto solo ocurre
para i1 = 1.
Por tanto, si el sistema tiene una brecha es SFL si i1 = 1.
Sistemas con un actuador en la u´ltima articulacio´n y sin brechas:
En este caso i2 = n. Como Ci2 es unitaria, antidiagonal y cuadrada, todos
los vectores g que aparecen en Ci2 pertenecen a D2(i1−1). Por tanto Ci1 queda
modificada y k1 = i2− i1. Por tanto, aplicando el teorema 10 el sistema es SFL
si R1 ≥ #G1 que equivale a i1 ≥ i2 − i1.
Por tanto, un sistema con i2 = n es SFL si 2i1 ≥ i2 = n.
Sistemas sin brechas ni actuadores en la u´ltima articulacio´n :
En tal caso, aplicando el teorema 10, el sistema es SFL si se cumple R1 ≥ #G1
o Ra2 ≥ #G2. La primera indica que i1 = 1. La segunda indica
R1 +R2 ≥ k2
o, lo que es lo mismo,
i1 +min(i1, n− i1) ≥ min(n, i2 + i1 − 1)
Mirando los resultados de [5] podemos observar que coinciden, salvo en el caso de
sistemas sin brechas ni actuadores en la u´ltima articulacio´n, puesto que en [5] la
condicio´n para este tipo de sistemas es 2i1 ≥ n. Veamos que en realidad la condicio´n
i1 +min(i1, n− i1) ≥ min(n, i2 + i1 − 1)
equivale a 2i1 ≥ n.
Supongamos 2i1 ≥ n.
Por tanto, i1 ≥ n− i1 =⇒ i1 +min(i1, n− i1) = i1 + n− i1 = n.
Por otro lado, i2 + i1 − 1 ≥ i1 + 1 + i1 − 1 = 2i1 ≥ n =⇒ min(n, i2 + i1 − 1)
Substituyendo en la condicio´n original obtenemos n ≥ n, que se cumple siempre.
Supongamos 2i1 < n.
Por tanto, i1 < n− i1 =⇒ i1 +min(i1, n− i1) = i1 + i1 = 2i1.
Por otro lado, si min(n, i2 + i1 − 1) = n =⇒ 2i1 ≥ n !!
Si min(n, i2 + i1 − 1) = i2 + i1 − 1 =⇒ 2i1 ≥ i2 + i1 − 1 =⇒ i1 − 1 ≥ i2!!
No´tese que los actuadores no pueden ser consecutivos, que ser´ıa la igualdad
de la u´ltima contradiccio´n, puesto que en [5] se pide como condicio´n adicional
i2 6= i1 + 1.
Como consecuencia las 2 condiciones son equivalentes.
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8. Sistemas con 3 actuadores
A medida que aumenta el nu´mero de actuadores en un sistema, al aplicar el teorema
10, los posibles casos tambie´n aumentan. Es por eso que resulta algo ma´s pesado el
estudio completo de todos los sistemas con 3 actuadores. A continuacio´n haremos
el estudio sin dar muchos detalles en los casos ma´s obvios. Apliquemos como en los
sistemas anteriores el teorema 10 a un sistema de n articulaciones y 3 actuadores
ui1 ,ui2 y ui3 .
Sistemas con alguna brecha :
El sistema puede tener la brecha entre los actuadores ui1 y ui2 o entre los
actuadores ui2 y ui3 . En el primer caso el sistema es SFL si i1 = 1 y, en el
segundo, cuando Ra2 ≥ #G2, que equivale a
i1 +min(i1, i3 − i1 − 1) ≥ i2 + i1 − 1
Como hay una brecha es obvio que min(i1, i3 − i1 − 1) = i1 y, por tanto, el
sistema es SFL si
i1 + 1 ≥ i2
Por tanto, cuando ui1 y ui2 son actuadores consecutivos.
Sistemas con un actuador en la u´ltima articulacio´n y sin brechas:
En este caso i3 = n y nos interesa encontrar el mayor ı´ndice k tal que ik+1−ik >
i1 para k = 1, 2.
Si no se cumple para k = 1 ni para k = 2 entonces el sistema es SFL.
Si el mayor ı´ndice para el que se cumple la condicio´n es k = 2, entonces segu´n
el teorema 8, t2 = min(i3 − i1, i2 + i1 − 1) y, por tanto, R2 = min(i1, i3 − 2i1).




La primera, como siempre, equivale a i1 = 1 y la segunda equivale a
i1 +min(i1, i3 − 2i1) ≥ min(i3 − i1, i2 + i1 − 1)
Si el mayor ı´ndice para el que se cumple la condicio´n es k = 1, entonces, segu´n
el teorema 8, t1 = min(i2 − i1, 2i1 − 1) y por tanto R1 = i1. Aplicando el
teorema 10 el sistema es SFL si
i1 ≥ min(i2 − i1, 2i1 − 1)
donde se puede observar que la u´nica solucio´n es i1 = 1.
Sistemas sin brechas ni actuadores en la u´ltima articulacio´n :
Para este tipo de sistemas basta con aplicar directamente el teorema 10. El
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que se pueden expresar como :
i1 ≥ 2i1 − 1
i1 +min(i1, i3 − i1 − 1) ≥ min(i2 + i1 − 1, i3 − 1)
i1 +min(i1, n− i2) ≥ min(i3 + i1 − 1, n)
donde la primera solo tiene como solucio´n los sistemas con i1 = 1. Con este
resultado hemos finalizado todo los sistemas de 3 actuadores y con ello pone-
mos fin al estudio de SFL. Veamos en el siguiente cap´ıtulo que´ ocurre con los





En este cap´ıtulo estudiaremos las salidas planas que tienen los sistemas que no
son linealizables por realimentacio´n esta´tica; por tanto, supondremos siempre
que los sistemas no son SFL. Este tipo de sistemas tendra´ salidas planas si
son linealizables por prolongaciones LP. Durante el desarrollo del trabajo se
han planteado diferentes estrategias a la hora de estudiarlo y finalmente se ha
concluido con el siguiente resultado.
9. Existe una prolongacio´n para cualquier sis-
tema
Veamos en el siguiente resultado que existe una prolongacio´n para cualquier
tipo de sistema de manera que el sistema prolongado sea linealizable por reali-
mentacio´n esta´tica.
Teorema 12. Todos los sistemas de n articulaciones y m ui1 , ui2 , . . ., uim
actuadores con m > 1 son linealizables por prolongaciones.
La siguiente prolongacio´n hace que todo sistema no SFL sea LP.
2(max(1, i3 − 2i1 − 1), 0, . . . , 0)
si el sistema tiene 3 o ma´s actuadores o
2(max(1, n− 2i1), 0, . . . , 0)
si el sistema tiene exactamente 2 actuadores.
Observacio´n 13. Este resultado cierra el trabajo dicie´ndonos que cuando un
sistema no es SFL entonces podemos encontrar salidas planas mediante linea-
lizacio´n por prolongaciones. Esto ocurrira´ en todos los sistemas posibles menos
en los sistemas que no se pueden prolongar, es decir, los sistemas con un u´nico
actuador en una articulacio´n diferente de la primera o de la u´ltima.
Demostracio´n. Partamos de que el sistema en cuestio´n no es SFL. Este hecho
tiene muchas implicaciones aunque para demostrar el teorema solo necesitamos
2 implicaciones :
• Si el sistema tiene un solo actuador entonces no cumple R1 ≥ #G1.
En este caso el sistema no es SFL y tampoco es LP porque no se puede
prolongar un sistema con un solo actuador.
• Si el sistema tiene ma´s de un actuador entonces entre muchas otras condi-
ciones no cumple Ra2 ≥ #G2.
Por el teorema 10, si el sistema no es SFL entonces no existe ningu´n ı´ndice
j tal que Raj ≥ #Gj , en particular j = 2. Por tanto, todos estos sistemas
cumplen
i1 +min(i1, i3 − i1 − 1) < min(i2 + i1 − 1, i3 − 1)
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si el sistema tiene 3 o ma´s actuadores o
i1 +min(i1, n− i1) < min(i2 + i1 − 1, n)
si el sistema tiene exactamente 2 actuadores.
La idea principal de la demostracio´n sera´ centrarse en la caja Ci2 que tienen
todos los sistemas, de manera que prolongando el primer actuador esta caja
autogenere todos los vectores g que aparecen en ella o, lo que es lo mismo,
aumentar R2 hasta llegar al ma´ximo que es i3 − i1 − 1 si el sistema tiene 3
o ma´s actuadores o n− i1 si el sistema tiene 2 actuadores.
Por tanto, hagamos la siguiente prolongacio´n del sistema
2(p1, 0, . . . , 0)
y veamos que´ ocurre con Ci2 .
Llamaremos C¯i2 a la matriz Ci2 asociada a la prolongacio´n. Como prolonga-
mos el actuador ui1 2p1 veces, el vector g1 no aparecera´ hasta la distribucio´n
D¯2(p1+i1−1). Este hecho cambia la dimensio´n de la matriz C¯i2 puesto que
Dim(C¯i2) = (i1 + p1 × i3 − i1 − 1)
si el sistema tiene 3 o ma´s actuadores o
Dim(C¯i2) = (i1 + p1 × n− i1)
si el sistema tiene exactamente 2 actuadores.
Por la estructura de la caja C¯i2 esta tendra´ rango igual al nu´mero de
vectores g que aparecen en ella cuando se den las condiciones
p1 ≥ i3 − 2i1 − 1
si el sistema tiene 3 o ma´s actuadores o
p1 ≥ n− 2i1
La igualdad es suficiente y nos da el resultado buscado.
Miremos por u´ltimo los casos degenerados en que p1 ≤ 0. Entonces para el caso
de sistemas con 3 o ma´s actuadores i3 − 2i1 − 1 ≤ 0 y miremos la condicio´n
anterior de sistemas no SFL
i1 +min(i1, i3 − i1 − 1) < min(i2 + i1 − 1, i3 − 1)
Entonces min(i1, i3 − i1 − 1) = i3 − i1 − 1. Esto cambia la condicio´n anterior a
i3 − 1 < min(i2 + i1 − 1, i3 − 1)
que a su vez implica que
i3 < i2 + i1
Pero esto no se puede dar ya que se cumple la condicio´n i3 − 2i1 − 1 ≤ 0 y
i1 < i2. Por ello ponemos como condicio´n max(1, i3 − 2i1 − 1), ya que si fuera
menor que 1 en realidad el sistema no necesitar´ıa prolongaciones porque ser´ıa
un sistema SFL. El caso degenerado para sistemas de 2 actuadores se realiza
de la misma manera con el mismo resultado.
uunionsq
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10. Ejemplo de sistema LP
Ejemplo 10. Sea un sistema de 7 articulaciones y 2 actuadores en las posiciones
i1 = 2 y i2 = 4.
Veamos con todo detalle que el sistema no es SFL y que tiene una prolongacio´n que
lo hace LP.













−λ3k3x3 + (λn−2 − λ4k5x5
+(λ4 + λ5)k5x5 − λ5k6x6
−λ5k5x5 + (λ5 + λ6)k6x6 − λ6k7x7
−λ6k6x6 − λ6λ7k7x7

y los vectores g son
g2 = −λ1 ∂
∂x8





g4 = −λ3 ∂
∂x10





Si miramos las distribuciones asociadas veremos que son :
D0 = < g2, g4 >
D1 = < g2, g4, adfg2, adfg4 >
= < g2, g4,+λ1
∂
∂x1



















= < D1,−λ1 ∂G1(x1)
∂x1
g1 − λ2k3g3,−λ3k3g3 − λ4k5g5 >
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donde se ha utilizado el Lema 1 y, dado que tenemos actuadores en las posiciones
i1 = 2 y i2 = 4, entonces k2 = 0 y k4 = 0. Como en la distribucio´n D2 aparecen 5
vectores g y tan solo 4 combinaciones entre ellos vemos que g1 /∈ D2 y por tanto el






Como Raj es siempre menor que #G
j el sistema no es SFL. Sea como sea, el
sistema no es SFL; por tanto, utilizando el teorema 12 veamos que es LP con la
prolongacio´n
2(max(1, n− 2i1), 0, . . . , 0) = 2(3, 0)
puesto que el sistema tiene 2 actuadores. Con dicha prolongacio´n el drift prolongado














−λ1G1(x1)− λ2k3x3 + (λ1 + λ2)ui1
+(λ2 + λ3)k3x3 − λ2ui2
−λ3k3x3 + (λn−2 − λ4k5x5
+(λ4 + λ5)k5x5 − λ5k6x6









ui1 , k = 0, . . . , 5, que son las nuevas 6 variables de estado an˜adidas
en la prolongacio´n. Por otro lado los vectores g¯ asociados al sistema prolongado
son :
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g¯4 = −λ3 ∂
∂x13








y donde el resto de vectores tiene la forma
g¯i = −λi−1 ∂
∂xn+i−1+3





para i = 2, . . . , 6. Por otro lado, g¯1 y g¯7 son igual que g1 y g7 pero an˜adiendo k = 3
a cada parcial de xi + k debido a las tres nuevas variables de estado que aparecen
en la primera mitad de f¯(x). Ahora ya estamos en condiciones de mirar co´mo son
las distribuciones asociadas al sistema prolongado :
D¯0 = < g¯4, g¯10 >
D¯2 = < D¯1,−λ3k3g¯3 − λ4k5g¯5, g¯9 >
















D¯8 = < D¯7,−λ1 ∂G1(x1)
∂x1
g¯1 − λ2k3g¯3, µ43g¯3 + µ45g¯5 + µ46g¯6 + µ47g¯7 >
En la distribucio´n D¯8 aparecen 10 vectores g¯i y tambie´n aparecen 10 combinaciones
de ellos; por tanto, el sistema prolongado es SFL y por ello el sistema es LP.






Como R¯a2 = #G
2 el sistema es LP.
Parte 7
Simulacio´n y conclusiones
11. Simulacio´n de un sistema con 3 actuadores
En este cap´ıtulo haremos una simulacio´n para un sistema determinado. Veremos que
al ser un sistema SFL podemos encontrar una realimentacio´n y un difeomorfismo,
de manera que el sistema original se transforma en un sistema lineal y controlable
Sea un sistema de 7 articulaciones y 3 actuadores situados en las articulaciones 3,
5 y 7.












donde q = (q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7), k2, k4 y k6 son constantes negativas; u3, u5 y u7
son las entradas, y M es una matriz constante con la siguiente forma:
M =

a1 a2 a3 · · · a6 a7






a6 a6 a6 · · · a6 a7
a7 a7 a7 · · · a7 a7

Hemos cogidos los siguientes valores de los para´metros que aparecen en las ecua-
ciones anteriores:
ai = i/100 ∀i = 1 . . . 7
m = 0,15kg, g = 9,81m/s2
k2 = −0,6, k4 = −0,7 y k6 = −0,8
Si reescribimos la ecuacio´n del movimiento a partir de las variables de estado x =
(q1, . . . , q7, q˙1, . . . , q˙7) obtenemos























donde λi = 1/(ai − ai+1), ∀i < 7, λ7 = −a6/a7
g3 = −λ2 ∂
∂x9





g5 = −λ4 ∂
∂x11











Una vez definido el problema, ahora se ha de encontrar una realimentacio´n v y un
difeomorfismo z de manera que podamos obtener
z˙ = Az +Bv
un sistema lineal y controlable. Es fa´cil ver que este sistema es SFL [6], [8] y
que el difeomorfismo que linealiza el sistema viene dado y1, y2 y y3 junto con sus





















































































3 = k6x˙6(t) = k6x13(t)



















Como las funciones y = y(x), tenemos expresadas las nuevas variables z = z(x);
para obtener el difeomorfismo necesitamos ahora poder expresar
x = x(y1, . . . , y
(5)
1 , y2, . . . , y
(3)
2 , y3, . . . , y
(3)
3 )
o, dicho de otra manera, podemos expresarlo como x = x(z). Si observamos y¨1





Teniendo en cuenta (9) y la expresio´n de y1 podemos considerar
y¨1 − (a1 − a2)x¨1 = k2x2 =⇒ x2 = 1
k2
(y¨1 − (a1 − a2)x¨1)
Como x1 = x1(z), con algunos ca´lculos podr´ıamos acabar de expresar x2 = x2(z)
eliminando el te´rmino x¨1. Sin embargo, la expresio´n se complica, y para la simula-
cio´n no es necesario puesto que ya tenemos x1 = x1(z) y, por tanto, x¨1 = x¨1(z).
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Ahora volviendo a tener en cuenta (9) y y1 podemos considerar
u3 = y¨1 − (a1 − a3)x¨1 − (a2 − a3)x¨2
Por otro lado
y¨2 = k4x4 =⇒ x4 = y¨2
k4
Teniendo en cuenta (9) y y2 podemos considerar
u5 = y¨2 − (a4 − a5)(x¨1 + x¨2 + x¨3 + x¨4)
Obse´rvese que au´n no tenemos x3. Si miramos y¨3 podemos ver que
y¨3 = k6x6 =⇒ x6 = y¨3
k6
Finalmente
u7 = y¨3 − (a6 − a7)(x¨1 + x¨2 + x¨3 + x¨4 + x¨5 + x¨6)
Obse´rvese que no tenemos x3 = x3(z), x5 = x5(z) ni x7 = x7(z), miremos co´mo
encontrarlas a partir de y1, y2 y y3. Teniendo en cuenta (9) y las expresiones de y1
y y2 podemos obtener:
(a1 − a4)x1 + (a2 − a4)x2 + (a3 − a4)x3 = y1 − y2
=⇒
x3 =
y1 − y2 − (a1 − a4)x1 − (a2 − a4)x2
a3 − a4
donde si conocemos x1 = x1(z) y x2 = x2(z).
Por otro lado teniendo en cuenta (9) y las expresiones de y2 y y3 podemos obtener:
(a4 − a6)(x1 + x2 + x3 + x4) + (a5 − a6)x5 = y2 − y3
=⇒
x5 =
y2 − y3 − (a4 − a6)(x1 + x2 + x3 + x4)
a5 − a6
Por tanto, solo nos queda encontrar x7 = x7(x), pero utilizando la expresio´n de y1
es fa´cil ver que
x7 =
y1 − a1x1 − a2x2 − a3x3 − a4x4 − a5x5 − a6x6
a7
Con ello tenemos de manera expl´ıcita un difeomorfismo x↔ z. Por tanto, el sistema
es plano, siendo y1, y2 y y3 las salidas planas.
En la simulacio´n se han cogido como valores iniciales y finales los siguientes:
xi(0) = 0 ∀i = 1, . . . , 14
xi(1) = 0,05 ∀i = 1, . . . , 14
A partir del difeomorfismo se han encontrado los valores iniciales y finales para
las variables z=z(x) y se ha buscado un polinomio interpolador para los valores
iniciales y finales en las variables z. Se han nombrado P1(t), P2(t) y P3(t), cuyas
expresiones son:
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P1(t) = −1,032t6 + 6,605t7 − 14,74t8 + 15,51t9 − 7,911t10 + 1,585t11
con gra´fica :
Figura 1. P1(t): polinomio interpolador de y1
P2(t) = 0,258t
4 − 0,538t5 + 0,402t6 − 0,106t7
con gra´fica :
Figura 2. P2(t): polinomio interpolador de y2
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P3(t) = 0,337t
4 − 0,708t5 + 0,534t6 − 0,142t7
con gra´fica :
Figura 3. P3(t): polinomio interpolador de y3
Basta ahora con utilizar los polinomios interpoladores en las expresiones de las va-
riables de estado para ver las trayectorias de cada una de las 14 variables de estado:
x1(t) y x8(t) = x˙1(t)
Figura 4. Trayectorias de x1(t) y x˙1(t) respectivamente.
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x2(t) y x9(t) = x˙2(t)
Figura 5. Trayectorias de x2(t) y x˙2(t) respectivamente.
x3(t) y x10(t) = x˙3(t)
Figura 6. Trayectorias de x3(t) y x˙3(t) respectivamente.
x4(t) y x11(t) = x˙4(t)
Figura 7. Trayectorias de x4(t) y x˙4(t) respectivamente.
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x5(t) y x12(t) = x˙5(t)
Figura 8. Trayectorias de x5(t) y x˙5(t) respectivamente.
x6(t) y x13(t) = x˙6(t)
Figura 9. Trayectorias de x6(t) y x˙6(t) respectivamente.
x7(t) y x14(t) = x˙7(t)
Figura 10. Trayectorias de x7(t) y x˙7(t) respectivamente.
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Por tanto, se ha hecho ir cada articulacio´n de su posicio´n inicial a su posicio´n final,
siendo ambas posiciones, escogidas por nosotros.
12. Conclusiones
En este trabajo se ha estudiado con detalle la linealizacio´n por realimentacio´n, ya
sea esta´tica o dina´mica, de cualquier sistema para un tipo espec´ıfico de manipula-
dor. Se han podido constatar los resultados vistos en [5] para 1 y 2 actuadores y se
han podido dar condiciones suficientes y necesarias para cualquier sistema con un
nu´mero arbitrario de actuadores. Como principales resultados hemos obtenido :
1. Un sistema es SFL si y solo si g1 pertenece a la distribucio´n D2(i1−1). Este
resultado nos ha permitido estudiar si los sistemas eran SFL o no, fija´ndonos
tan so´lo en un campo vectorial.
2. La notacio´n matricial ha sido, para mı´, fundamental, puesto que hemos basado
el estudio de SFL en el estudio del rango de una matriz. De manera que si el
rango cumpl´ıa una serie de restricciones el sistema es SFL.
3. Se ha introducido un teorema y un algoritmo de resolucio´n que dice que´ sis-
temas para este tipo de manipulador son SFL a partir de un algoritmo muy
sencillo.
4. Se ha comprobado que los resultados son consistentes con los de [5].
5. Se ha demostrado que todos los sistemas son DFL mediante linealizacio´n por
prolongaciones y se ha encontrado la prolongacio´n que hace que cualquier sis-
tema prolongado sea AFL.
6. La simulacio´n contrasta los resultados vistos durante el trabajo y, en particular,
el teorema principal.
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